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La théorie des types simples est un instrument extrémement puissant pour décrire des
univers semantiques, c'est-a-dire pour construire des modeles satisfaisant des ensembles
d’énoncés pour des langages contenant des opérateurs et des foncteurs de tous ordres
(comme cela semble étre le cas pour la portion des langues naturelles pour laquelle il est
possible de fournir une sémantique explicite). L’idée de base est trés simple. Partant
d’ensembles d’objets correspondant a un type de base, on définit I’univers des objets
comme étant I’ensemble des fonctions définissables par induction sur ces ensembles de
base. Par exemple, si au point de départ nous avons I’ensemble {0,1} — les deux valeurs
de vérité — et un ensemble quelconque d’individus E, I’ensemble {0,1}F des fonctions de
E dans {0,1} peut étre interprété comme I’ensemble des propriétés d’individus. Ainsi, la
propriété « étre bleu » est la fonction qui a chaque individu associe soit 1 si I’individu est
bleu, soit 0 si I’individu n’est pas bleu. Un autre exemple serait celui d’une propriété de

E;
propriéte, soit un élément de {0,1}({0'1} ) dont un élément serait « étre une couleur ». On

voit la richesse potentielle de cet instrument. Formellement, pour cet exemple particulier,
I’ensemble T des types est le plus petit ensemble tel que

(1) tOT (le type des valeurs de vérité),
(i) e O T ( le type des individus),
@i)sio, 0T, alors<o,r>0T

L’ensemble des objets pour chaque type sera alors

(i) D¢={0,1} (ensemble des valeurs de veérité)
(if) De = E (ensemble des individus)
(iii)D<s > = D.”° (ensemble des fonctions de Dy dans D).

Curieusement, il existe un langage tres simple qui permet de formuler un systeme
complet pour cet univers sémantique, c’est-a-dire un systeme dont les théoremes sont
exactement les énonceés valides (au sens genéral de Henkin, voir Henkin 1950, Tarski
1923 et Montague 1974). Ce langage, qui ne contient que trés peu de primitifs, est le
suivant.

Soit A I'alphabetde L tel que L ={A, =, (, ), {X., }eo T i0w}
{X.. }iow = Vargest I’ensemble dénombrable des variables du type a.

L’ensemble des expressions bien formées EBF, pour chaque type a du langage L est
défini de la maniére suivante :



(i) {%, }iowDEBF,

(if) si A,B 0 EBF, alors (A =B) [ EBF;
(i) si A O EBF4 et xg [0 Varg, alors AxgAq U EBF<g o>
(iv) si A0 EBF<gq- et B [ EBFp, alors (AB) U EBF,.

L’idée est tres simple. On a des variables de chaque type en nombre infini dénombrable,
on peut construire des énoncés d’identité, on peut construire les fonctions d’un type dans
un autre et on peut appliquer une fonction sur n’importe quel argument du bon type.
Explicitement et formellement, la sémantique est la suivante.

Une assignation de valeur aux variables est une fonction

X: Uvar,—~ 1D, .
avec X(xq) O D,

On définit la dénotation d’une EBF de type a de la maniere suivante :

() [Xallx = X(Xa)
(ii) [ICA = B)lly = 1 ssi [|Ally = [IBlly et
= 0 autrement
(i) ||AXgAq||y est cette fonction h: Dg — Dy telle que
h(a) = ||Adlly¥ ou X% estcomme x% sauf que(Xq) = a.

(iV) [I(A<.>Bp)llx = A< >lIx([BAllx)

Le présent texte propose d’apporter une reponse a une question trés simple dont j’avoue
ne pas savoir si elle a deja été posee et, le cas échéant, si elle a recue une réponse
satisfaisante. Cette question est la suivante : dans un univers dont les objets sont soit des
individus de types de base, soit des valeurs de vérité, soit des fonctions appartenant a la
hiérarchie définissable a partir des individus et des valeurs de verité, est-il possible — en
supposant que I’on ait un nom pour chaque individu de chaque type de base, un nom
pour le vrai, un nom pour le faux — avec comme seule ressource I’abstracteur A, son
inverse, I’application fonctionnelle, et I’identité, de définir un nom canonique pour
chaque objet de I’univers, c’est-a-dire que pour tout a [ Dy, il existe une expression E,
telle que pour tout ¥, |[Eqlly = a.

Supposons, pour simplifier, que, outre les valeurs de verités, il n’y ait qu’un seul type
d’individus de base et que E désigne I’ensemble des individus comme ci-dessus. Si la
cardinalité de E est infinie, la réponse a la question est trivialement non pour la simple
raison que 25, par exemple, est dans ce cas non dénombrable et que le nombre
d’expressions du langage est dénombrable. Mais qu’en est-il quand E est fini ?

Une version tres élémentaire de ce probleme a été posé et résolu par Post dans sa thése
en 1920. La question était la suivante : est-il possible de trouver un nom pour chaque



fonction de vérité n-aire, en utilisant que [ et =. La réponse bien connue est oui et elle
consiste a introduire la notion de forme normale disjonctive aprés avoir défini Cen terme
de = et (0. Comme, par ailleurs, on peut définir = en A-calcul par (voir Montague 1974 et
Andrews 1963).

1 =gef )\X(X = F)
ou x est une variable du type t des valeurs de verité et F le nom du faux et
O =qer AXAY(AZ((2x)y) = Az((zT)T)

ou T est un nom du vrai, x et y sont des variables du type valeur de vérité et z une
variable du type <t,<t,t>>, c’est-a-dire du type fonction prenant pour argument des
valeurs de vérité et pour valeurs des fonctions prenant pour argument des valeurs de
verité et pour valeurs des valeurs de vérite. zxy est donc du type t. En introduisant le « [
» par les lois de De Morgan et en écrivant (x [Iy) pour [Xy et (x Jy) pour [Xy, le nom
canonique de « O », par exemple, est

My[(x Oy)O(x0y)O(=x 0y).

La technique est simple : il suffit de décrire toutes et rien que les lignes de la table ou
I'énoncé est vrai en posant x (ou y) quand x (ou y) est vrai et =x (ou —y) quand x (ou y)

est faux.

On peut généraliser.

Il s'agit de donner un nom canonique a f :2" - 2 (ou 2 ={0,1})

Soit 1(f) I'ensemble des lignes de la table de vérité ou f est vrai. Alors

/\po-"Apn—l |:| (I|<<:n|| jk)

jm(f)

ou I, est p,ou =p, selon que p, est vrai ou faux sur la ligne j, est un nom de f.

Cette méthode regle la question pour les fonctions de type <t,<t,<...<t,t>...>>>. Qu’en
est-il pour les types quelconques. Restreignons-nous pour I’instant a la hiérarchie des
fonctions définissables a partir du seul type t, c’est-a-dire a partir de I’ensemble {0,1}
(on appelle ces types les types propositionnels). Pour ces types on peut généraliser
I’approche ci-dessus (van Benthem 1995). Pour ce faire, nous aurons besoin des des
notions formelles suivantes. Soit f une fonction de type 0 = <0y,<01,<...<0p.1,t>...>>>
(tous les types ont cette forme, le cas dégénéré étant t).

On appelle f=< fy,+--s T, >unprojecteur de f (parce que f( f, )... (f, ) {01}

O

Supposons par hypothese d’induction que nous ayons un nom canonique (g;)¢ pour



chaque gi d’un type inférieur a o et que pour chaque variable Xg;, [Xg; (§)°] soit [...[Xg;
(91)€] ...(9k)¢] , c’est-a-dire I’expression syntaxique de type t construite en appliquant

Xgj au projecteur formé des noms canonigues (é )¢ =<(g1)S,..., (gk)®>.

Si 5i = <Piy,.-,Pin> est un projecteur de f, alors si nous définissons dy;;

Bpi([¥a; (9)° 1) = [x; (@) T si pij(9) = 1
Bpi([¥0;(9)°1) = = [ X;(9)° 1 si pij(g) = 0

alors

Proposition

Mao- Menall L (L 85 (o@D 0.0 L 85 (ke (0)° D)1

pi0L(f)  gOPr(oo) gOPr(an-1)

est un nom canonique de f. ([I et D sont respectivement la disjonction et la
conjonction généralisées).

Cette méthode de construction de noms d'objets n’est cependant pas directement
exportable au cas général ou, en plus des valeurs de vérite, nous avons des individus.
Cette maniére de procéder utilise en effet le fait essentiel que nous sommes en présence
de fonctions de vérité : toute fonction de la théorie propositionnelle des types est
entierement caractérisée par les valeurs qu’elle attribue a ses différents projecteurs, soit
des 0 ou des 1. C’est I’existence d’une algebre — ici I’algébre de Boole — sur {0,1} et le
fait que cette algebre peut s’exprimer dans le langage qui nous permet de reconstruire
une formule qui désigne canoniquement une fonction donnée. Que se passe-t-il si la
valeur d’une fonction n’est pas une valeur de vérité mais un individu ? Prenons un

exemple tres simple. Soit f:A — B une fonction arbitraire d’un ensemble fini A dans un

ensemble fini B.



Supposons que que nous ayons un nom pour chaque objet de A et pour chaque objet de
B. La question est: est-il possible de construire un nom canonique pour f utilisant
I’abstraction, I’application fonctionnelle et I’identité ? La réponse est clairement non. Si
f(a) =bet si fest un nom canonique de f, alors f° est AxeY. (les formules dont le
connecteur principal est = sont de type t) et ([Ax.Yea]*) = b° (ou a° et b® sont des noms
canoniques de a et de b). Une valeur possible de Y est b®. Mais alors f est la fonction
constante telle que f(x) = b pour tout x. Comme Y est de type e et que f° est de type <e,e>,
la seule possibilité est que Y soit AxeZe. ¢ est alors AXeeAXeZe €t ([AXeeAXeZea])® = bC.
Encore une fois, une valeur possible de Z est b®. Mais alors f est la fonction constante
telle que f(x) = b pour tout x. On ne peut régresser ainsi indéfiniment, le nombre de A
apparaissant dans ¢ étant fini. Donc, a moins que f ne soit une fonction constante, il n’y
a pas de formule utilisant I’abstraction, I’application fonctionnelle et I’identité dont la
valeur est f.

La lecon est claire : il faut enrichir le langage et I’ontologie en nous inspirant du cas ou
les objets sont des valeurs de vérité en introduisant une sorte d'algébre d’individus.

Soit E un ensemble fini d’individus. Une algebre d’individus sur E est un quintuplet
<E,0O0,0,¢,4>00
(1) ¢ et & sont deux nouveaux individus distincts entre eux et de tous les éléments de E
(2) O, O sont les opérations partielles suivantes sur E

xOy=esix=y

xOy=asixzy

XOe =6 OxX=xSixzae et xze

XO& =4 [JX=¢ SiXZe etxze

¢ Ja=alle=e

alla=oa

¢ e =
Dans les autres cas les opérations ne sont pas définies.

Soit f:A- B . Supposons que



c

ag,-.-, @, sont les noms canoniques respectifs de a,,...,a, ,
(f(ay))",...,(f(a,))" sont les noms canoniques respectifs de f(a,),..., f(a,), que
XY Iy = Il B Y lly et que [IX O Y lly = [Xly O Yl

alors

M(((f(ag)* O° (x D% ag)) O° ... O° ((f(an)*0° (x O° akg)))

est un nom canonique de f .

Par exemple, soit f : {a,b} - {c,d} avec f(a) = b et f(c) = d.

On veérifie que

IX(((f(@))° B° (x 0% &%) O° ((f(c))° 0 (x O° b)))Ix(@) =

|(b°D° (x O°a%) O° (d°0° (x O°bY))|l,y = (ou X" est xX)

I6° 0 (x 0° @)l O J1d° 0 (x 0° )]l =

(Il 0 I 0% @Cll) O (I 0 fi(x O° b9)y) =

(b0 (Kl O llacll)) O (@3 (il O o)) =

bO@Oa))d @O (@db))

bOe)O(MOe)=

(bOe)=

b

Remarquons qu’on peut trivialement appliquer cette méthode au cas particulier des
fonctions de Vérité en prenant soin de distinguer # ; de &, et ¢ ; de ¢ ., de méme que I’on

peut genéraliser a un nombre quelconque fini de types de base.
La généralisation a la théorie des types finis est immédiate.

Proposition : Soit une fonction f de type <aj, <ay, <...<dant>...>>> ou encore de type
<0, <A, <...<0Op,e>...>>>, L’ expression

P, LU (@) D[ [ e (x, (99)0°(@ (§))1I

i=0 §Pa))

(ou £:<amo...amn>) est un nom canonique de f.



Preuve

n

Remarquons tout d'abord la valeur de [7] = Xo U ... [ X, oU tous les X; sont soit ¢ , soit
=0
4, est & s'il yaau moins un x; qui est # et est ¢ si, et seulement si, tous les x; sont ¢ .

Soit
A%, A%, L @I TTTL e x, @90 @IS

=0 §P(a))

D’apres la définition de || ||, cette valeur est celle

1L (@) Ol e (x, (0 (&, (@) )Ml 0 X est comme x sauf que

i=0 §P(a))

X’(Xaj ) = akaj '
Deux cas sont possibles :
(i k=i.
Dans ce cason a || (xu‘ (E)C)Dc(a; (5’)°) ly = ¢ pour tout §hP(aj) et pour tout j, 0 < j<
n. Donc,
KR ik O B0 @ @Ml =1 (E 0 ¢ = (EYD» =

j=0  §CP(a;)
f(&) .
(i) k#i

Dans ce cason a ||(x (5)°)D(ai°_ (E)C) x = pour certain(s) EDP(aJ.) et certain(s) j,
0<j<n et, pour tous les autres §0P(ar,)et j, 0 <jsn, I(x (§))0@° ()l =+ .

Donc,

I(F @Y DIl e (x ()0 @Ml =1 (FE) D4 =f(E)Da =

=0 §P@a;)
..
(i) et (i) entrainent que

A%, £ fF @) oI L0, (8072 (G )MIKE,) =
i =0 §P@,) :

fG) O e = f(&).

Cette maniéere de procéder peut sembler ad hoc.Si I'idée d'effectuer des opérations sur les
individus n'a rien de choquant, postuler I'« existence » d'individus comme # et ¢ est une
hypothese pour le moins bizarre. Remarquons cependant que, au niveau du langage



objet, nous n'avons aucunement besoin de noms pour dénoter ces étranges individus : les
noms canoniques ne contiennent que les symboles habituels du langage de la théorie des
types plus O0° et OI°. Cela suggere fortement que ces individus sont éliminables au profit
d'une redéfinition adéquate des opérateurs sur les individus « normaux ». Voici une
maniere de le faire.

Soit I'opération ternaire partielle suivante sur E :

o1 E* - E

avec

0n(x,y,2) =x siy =z et indéfinie siy # z.

et la famille de fonctions suivantes

agn(xo, ...y Xn-1) = @ si pour tout i tel que 0 <i <n-1, x; = a ou n'est pas défini et
agn(xo, ...y Xn-1) N'est pas défini dans les autres cas.

Reprenant notre exemple de la fonction triviale f avec f(a) = ¢ et f(b) = d et utilisant nos
deux fonctions spéciales, on Vvérifie facilement que

(07, (07 ((f (a))*,a%,x),0% ((f (b))°,b%,x))) est un nom canonique de f.
La genéralisation aux fonctions de type quelconque est immédiate.

Proposition : Soit une fonction f de type <ap, <ay, <...<ant>...>>> ou encore de type
<0, <01, <...<0,,e>...>>>, L’expression

Mg, M, [ 05 151 05 @5((F&)" a8 (§)°x, (B

" Rop() j=0 §br(a))

est un nom canonique de f.
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